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Intr・duction

An entirefunction F（Z）（キCOnSt．）is said to have a factorization withleft－factorf（Z）

and right－factorg（2：），When，under

ダ（g）＝f（g（ヱ））〒f・g（之）， （1）

fis meromorphic andgis entire（gmay be meromorphic，Whenfis rational）．

Now，F（Z）is called t・beprime（Pseudo4rime；材軸rime；・r riiht4，rime，reSpeCtively），

if，for everyfactorization such as（1），We Can deduce the following assertion：forgis

linear（fisrationalorgis apolynomial；fislinearwhenevergistranSCendental；Orgis

linearwheneverfistranscendental，reSP．）．Whenfactorsarerestrictedtoentirefunctions，

the factorizationis said to bein entireSenSe（Fmay be primein entire sense，etc・）．

Well，aSSume that a non－COnStant entire function F（Z）would have two factorizations：

ダ（勾＝fOf2。＿・f桝（g）＝gl・g20＿・gル（g）　　　　　　　　（2）

into non－1inear entire factors．Here，ifm＝nandifwithsuitablelinearpolynomials Tj（Z）

（j＝1，．．．，n－1）the following relations

fl（g）＝gl。Tll（可，f2（g）＝TlOg20㍍‾1（れ＿，ふ（ヱ）＝r錐－lOg”（ヱ）

holdidentically，then the two factorizationsin（2）are called to be equivalent（in entire

sense）．IfanytwofactorizationsofFtz）intonon－1inear，Prime，entirefact・rSareequivalent，

we saythat F（Z）isuniquebjbctorizable．Of course，eVery Prime functions may be con－

sidered to be uniquely factorizable．

So far，SeVeralresultshavebeenobtained concerningtheuniquenessofthefactorizati・n

for certain classes of entire functions，along withthe primeness etc．（cf．lll】．【141，【16】，
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［171and others）．Note that there exist entire functions which need not be uniquely

factorizable，and thatthefunctionseZ and cos z haveanin丘nitenumberof non－equivalent

factorizations（see，for examPle，【14】）．

In this note，COntinuing the precedinginvestigation（［16】and【17］），WeShallprove some

result（Theoreml）whichwill be closely related to the uniqueness ofthe factorization．

This result has been stated at the丘nalsectioninll7】，Without proof．

AIso，We Shallnote（and proveindetail）somefact（cf．Prop．inl17］）whichshows that，

for certain periodic entire functionf（2：），the exponent of the convergence ofthe zeros

Offis equalto the order off（Theorem2）．Finally，We’llconsideranexamplefor which

we can compute the exponent ofthe convergence of the zeros ofthe function．

Foranentire functionf（Z），We Shall denote by p∽（色U））the orkr（lowerorder，

resp．）offand by p＊（f）the e坤Onentqfconvergence ofthe zeros off（Z）．Here

pu）＝聖霊Plogl篭禁r・f）＝聖uplogl禁f），
Where M（r，f）isthe maximum modulusoff（2：）for回＝randT（r，f）is the Nevanlinna

Characteristicfunctionoff（Z）（旦（f）isgivenbyliminf）・Further p＊（f）isknownto be

equalto the order of N（r，1〟）（see，for example，［6］p．16－25）．

1．The main resultis stated as follows．

The・reml．bt

H（ヱ）＝（P（g）・eQCg））0（h（egの＝P（k（eg））・eXp【9（k（e慮））］，　　　（3）

髄液の㍗．P（可，e（g）αndk（g）αre enttnルnctわnS Whtck Sαttめ′

β［P（k（eg））］＜∞，旦【e－（k（eg））】＜－　　　　　　　　　　　　（4）

dnd thαt tkeルnctton P（k（g）），P（k（0））≒0，kαSαtkαSt OneSt〝ゆk gero or two ger・S Wttk

c・車〟me n㍑lt砂lkttteS．

ASSume n・W thαt H（z）お顔CわrtgedSuCkαS

H（g）〒f（g（g））〒f。g（g），　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）

Wkerefαndgαre tW・n・n－Hneαrenttnんnctt・nS．

加enてukαUeneCeSSαr勒

r（ヱ）＝S（g）・eACg）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

dnd

g（g）＝v（eg／k）＝v（g）゜（eg／k）　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

SuCk thαt tkehHoもvtng rebtt・nS h・uご

S（v（g））＝〆・P（k（gk））　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

dnd

A（v（2））＝0（k（gk））－C，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

てv gre CtSαCOnStαnt，k tSαnαturαlnumberαndtkαtA（之），S（g）αndv（g）αreSOme enttrg

んnctわnS．

h♪drttCukr，g（g）unkr（5）muSt k♪ert・dtc．
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Remarkl．The conditionsin（4）can be written as

P（h（2：））∈IIand Q（h（2：））∈些（cf・Lemma5andalsoll9］）・Ofcourse，P，Qandhmay
be all transcendental．

Remark2．Thecondition P（h（0））キO cannot be dropped，Thisis seenbythe follow－

1ng eXamPle：

ダ（g）＝（g・eg）0（eり＝（eg）。（（g＋e之）．

In this case，P（h（Z））…Z．

2．Lemmas to prove Theoreml．

hemmal．rPdかα【12］）物・Sef（g），g（g）αndk（ヱ）αre n・n－COnSt（Znt enttreルncttonS

SuCk tkαtf（宕）＝g（k（g））．Hk（0）＝0，tken tkere e∬tStSαCOnStαntC uttk O＜C＜lSuCk tk（7t

M［cM（〃2，h），g］≦M（r，f）（r≧γ右

Here the condition h（0）＝Ois not essential，Whichmeans thatif we add the condition

r≧r。（for sufficientlylarge values of7う，then the condition h（0）＝O can be removed．

Note that theinequality

M（r，f）≦M（M（r，h），g）

is valid naturally，bythe maximum modulus principle．

hemma2．（Hdnt一九ckS【21）エetf（g）αndg（2）be tu・tγαnSCenkntαlenttnルncttonS．

Hp＊（f）ゐク・StttUe，tken p＊（f（g（g）））ゐt扉ntte．

hemma3．（d【1］・γ【3］）エetf（2）（キC・nSt．）αndg（g）be tu・enttnルncttonS SuCk thαt

the・γkrp（f）hkSS thαnl／2．才f（g（g））ゐクerto（ttらtkeng（Z）muSt beSO．

hemma4．（HobαツdSht【7］）エetf（g）beαn enttnルncttonSuCh tkαt

liminf T（r，f）＝0．

r→∞　　　　　r

A∬ume tkαttkeneJねtSαnunboundgd SeヴuenCeiunlSuCk tkαtαH tker・OtS〆tkeeヴuαttOnS

f（Z）＝tv”（n＝1，2，．‥）

He tnαkα折♪lαne（iRe g≧cIカrSOnzeγeαlnu〝zbeγC，Sαツ），thenf（ヱ）tSα♪0秒n・椚tαl〆

毎reeαt nz・St如・．

hemma5．（yαng－vfαbe【19］）エetf（ヱ）beαnenttγeルnctt・n〆fntteorkγαnd〆ク・St・

tivelbwerorder．拗oSe thatS（Z）iSan entinみnction qfordbγnOt greater thanl／2

SuCh tkαt S年H，t．e．

（＊）　li㌢悪lo璧芸（譬＝∞・
nen p＊（S（f（g）））ゐt頑ntte．

hemma6・（¢【19］）エetf（z）beαnenttnルnctわnq／fntte・rゐr・nenがS∈旦（t・e・

tke柳kαndStあげ（＊）tntkeαb・Ugエemmα5tSfn如），tkeわuer・rkr＿β（S（f（宕）））わfntte．

hemma7・（¢【191）エetf（z）beαnenttreルnctton・ゲtheわびer・rkr色（〆Cg））tefntte，

thenf（g）かα♪0ら′n・mtαl．

hemma8．エet
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ダ（ヱ）＝H（g）＋9（z），

Where H（ヱ）（キC・nSt．）わαnenttrgルnctt・n〆fntteわwer・rkrWhtckゐ♪grわdkWtth S・me

n・n－ger・♪ertod b（H（ヱ＋b）…H（g））αnd e匝）わαnOn－C・nSねnt♪・身n・椚α　丁場enダ（2）ね

坤やrtme．凡γtker，ゲ・（g）kαS n・ヴuαd和ttC rなhtカct・n tken H（ヱ）ね♪rtme．

About this Lemma8，See Lemmall′inl14］．The proofisgiveninl15】．This was

a conjecture of Gross（cf．［4】）．

3．Proof of Theoreml．

Let

ダ（g）＝f（g（g））＝f。g（可， （10）

wherefand g are two non－1inear entire entire functions．

At丘rst，We’llshowthatfandg，under（10），both must be transcendental．Nowassume

thatfis a non－1inear polynomial．Iffhasatleast twodistinct zeros，thenbynotingp扉

＝∞in this case（since Fis so），fromBorel－Nevanlinna′s theorem（cf．【81p．72），We know

that p＊（f（g（Z）））＝∞．However，this contradicts

p＊（fk（g）））＝β＊（P（k（eg）））≦β（P（h（eg））＜－．

（Note that the above secondinequalityisindeed equality．About this assertion，See

Theorem2below．）Iffhas only one zero point（z。，Say），thenfcan be written asf（Z）

＝a（2－Z。）m for some constant aキ0and naturalnumber m≧2．In this case，the multi－

plicities ofevery zeros of（10）andhencethose forP（h（eZ））must be some multiplesof m．

Since ez has no multiple values，this contradicts the assumption concerning P（h（Z））．

Next assume thatgis a non－1inearpolynomial．Thenthedegreeofgmust be equalto

2．Thisis seen by noting the distibution of the zeros ofF（2：）（cf．the resultsin［13］，

also）．Hence

g（g）＝α（g一g・）2＋b，

for some constants aキ0，b and z。．Putting w＝g－Z。，We have

ダ（一班十g。）≡ダ（ひ＋g・）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　（11）

Now we can write

H（g）＝エ（〆），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

where

エ（ヱ）＝P（k（Z））・eXp［9（h（g））】．

Then from（11）and（12），We have theidentity

上（e㌔・e‾紗）＝エ（e㌔・巧．　　　　　　　　　　　　　　　　　（13）

Since Lis entire，the function L（e㌔・eW）is boundedin theleft half plane，by nature．

By（13）itis boundedalsoin the right half plane．Henceit becomes boundedinthe

whole plane so that by Liouville’s theoremit must be constant．Then L（Z）and hence

F（Z）（by（12））is constant，Whichis notin reason，aCOntradiction．

Subsequently，We’lltreat the followlng tWO CaSeS，Separately．

The case（i）；f（Z）has only one simple zero．
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The case（ii）；f（Z）has atleast two distinct zeros．

In each case（i）or（ii），aSis shown above，fandgare both transcendental．

3．1．The ca層e（i）．

In this case，We may Put

f（2）＝g・eACg），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

where A（2：）is a non－COnStant entire function．

From（3），（10）and（14），We have

g（g）＝P（k（eg））・eRC～）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

and

A（g（Z））＝9（k（eg））一月（Z）　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

for some entire function B（Z）．Here

B（Z）is a polynomial，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）

which follows from Lemma7，in view of（4）and（15），if we can show that

旦（g）＜∞・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（18）

Byusing Lemmal，We Can PrOVe the assertion（18）as follows．From（14），We have for

r≧γ・

M（γ，f）≧〆r

for some positive constant d．Since exp［Q（h（eg））］is ofin丘nitelower order，nOting（4），

we have

M（r，乃≦（1＋・（1））・M（r，eOCゐC6g）））≦（1＋0（1））・M［M（r，e（k（e之））），eZ］

＝（1＋0（1））・eXp［M（r，Q（h（eB）））］≦expl2M（r，Q（h（e慮）））】．

While，by Lemmal，We have

M（ちfk（ヱ）））≧M（（cM（可2，の，f）≧eCdHくり2・g）

Here we also used the fact noted above．Since F（Z）＝f（g（Z）），COmbiningthe above two

inequalities，We Obtain

M（可2，の≦意・M（ち9（枠）））（r≧γ右

Hence，nOting thelatter conditionin（4），We See that（18）is valid．Thus（17）is valid，

asis noted already．

Tf

B（Z）…COnSt．＝C（say），　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

then from（15）and（16）

g（Z）＝〆・P（k（eg））　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）

and

A（g（g））＝9（h（eg））－C，

so that we have

A（ec・P（k（eg）））＝9（h（eg））－C．

Henee
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A（〆・P（k（g）））＝9（h（g））－C．　　　　　　　　　　　　　　　（21）

Therefore，Putting S（Z）＝Z，U（Z）＝eC・P（h（Z））and k＝1，from（14），（20）and（21）we have

f（z）＝芝・〆C2）＝S（Z）・eACg）

and

g（z）＝v（g）゜炉）

such that

S（v（Z））＝v（g）＝〆・P（h（g））

and

A（v（ヱ））＝9（k（Z））－C．

These relations correspond to（6），（7），（8）and（9）resp．

Next，if

B（2：）≒const．（polynomial），　　　　　　　　　　　　　　　　　（22）

applying Lemma8，We knowthat the right hand side of（16）isleft－prime．Sincegis

transcendental，thisimplies

A（Z）＝ag＋b；linear（aキ0）．　　　　　　　　　　　　　　　　（23）

From（16）and（23），We have

g（Z）＝1／α・【9（k（e之））一月（2）－b】．　　　　　　　　　　　　　　（24）

Hence，by（15）and（24），the followingidentitymust hold：

α・P（h（eg））・eRCZ）＝9（h（eg））一月（Z）－b．　　　　　　　　　　　（25）

However，by comparing the growth of the both sides of（25）along theimaginary axis，

we see easilythat theidentity（25）cannot hold，a COntradiction．In fact，the right hand

side（25）is unbouded and of polynomialgrowthalong theimaginary axis，Whiletheleft

hand sideis either bounded（ifeB（a）is so）orit has atleast order－One－1ike－grOWth

on the（upper orl・Wer PartOf）imaginary axis．Thus we conclude that the case such

as（22）does not occur．

3．2．The ca眉e（ii）．

In this case，We Can Put

f（g）＝S（Z）・eACg），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（26）

where S（Z）is a non－1inear polynomialwithatleasttwodistinctzerosor a transcendental

entire function with aninfinite number of zeros and A（Z）is an entire function．Note

that when S（2：）is a polynomialA（2：）is non・COnStant，because fis transcendental．（As

the function S（Z）in thelatter case，We take thecanonicalproduct whichis construCted

from the zerosoff（Z）and hence p＊（S）＝P（S））．

Now the relation（10）becomes

Sk（ヱ））・eACgCg））＝P（h（eg））・eQCkCgH））

Hence

S（g（Z））＝P（k（eg））・eRCg）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（27）

and
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A（g（Z））＝9（k炉））－β（之）　　　　　　　　　　　　　　　　　（28）

for some entire function B（Z）．

In this case，by Borel・Nevanlinna’s theorem（already used before），We know from（27）

that

p（由＜∞，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（29）

Since S（Z）has atleast two distinct zeros．Here，nOte that（4）is assumed and hence p＊

（S（g（z）））＝β＊（P（h（eg）））＜－．

Using（27）again，We’llshow that

B（Z）is a polynomial．　　　　　　　　　　　　　　　　　　（30）

IfS（Z）is a polynomial，from（27）and（29），We See at OnCe that the assertion（30）is

Valid，Since eBCg）is offinite order．（cf．Lemma7）．

IfS（2：）is a transcendentalentirefunction，by applying Lemma　2（noting thatgis

transcendental），We See at丘rst

p（S）＝0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（31）

Well，allthe zeros ofF（Z）are containedin a half－PlanetRez≧cI（say）．Hence those of

S（g（2：））are so．Noting this fact and thatgistranscendendental，by Lemma4，We have

色（d≧1（＞0）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（32）

Since p＊（P（h（eg）））＝P＊（S（g（Z）））＜∞，nOting（32）and applying Lemma5，We have

S∈Ⅱ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（33）

so that by Lemma6

旦（S（g（g）））＜－・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（34）

Hence，uSing（27），We Obtain

旦（eRCg））＜∞・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（35）

Applying Lemma7under（35），We See that（30）isvalid，thatis，B（Z）is apolynomial．

Assume that

R（g）＝COnSt．＝C（say）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（36）

Then，the relations（27）and（28）Canbe written as

S（g（g））＝ec・P（k（eg））　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（37）

and

A（g（g））＝9．（k（e富））－C．　　　　　　　　　　　　　　　　　　（38）

Here，nOte the fact（31）．Then，aPPlying Lemma3　to（37），We See that gis periodic．

Hence we may write

g（之）＝＝r（eg／k）＋t（e‾g／k），　　　　　　　　　　　　　　　　　　（39）

Where r（Z）and t（Z）are entirefunctions andkisanaturalnumber．From（37）and（39），

we have

S［r（eg／鳥）＋tk‾g／鳥）】主ec・P（k（eg））

S・that

S【r（g）＋t（1／Χ）］＝〆・P（k（zk））． （40）
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Nowthe right hand side of（40）is entire．Since S（Z）is a non－COnStant entirefunction，

it follows from（4q）that

t（Z）ECOnSt．＝C′（say）．　　　　　　　　　　　　　　　　　（41）

Then the relation（40）can be written as

S［r（g）＋C′】＝〆・P（k（zk））．　　　　　　　　　　　　　　　　（42）

AIso from（39）and（41），We have

g（z）＝r（eg／k）＋C′＝【r（g）＋C′巨（eg／k）．　　　　　　　　　　　（43）

Further，from（38）and（43），

A【r（e之／k）＋C′】＝e（h炉））－C

so that

A（r（g）＋cJ）＝9（k（Zk））－C．　　　　　　　　　　　　　　　　　　（441

Therefore，Putting

v（z）＝r（g）＋C′，

from（26），（42），（43）and（44），We′ve obtained

f（z）＝S（z）・〆（‘），

g（g）＝【ぴ（g）】゜（eg／り，

such that

S（v（g））＝〆・P（k（〆）），

A（v（ヱ））＝9一（k（㌔））－C

where cis a constant，kisa naturalnumber，A（2：），S（2：）and U（Z）are some entire func・

tions．These correspond to（6），（7），（8）and（9）respectively．

Well，We Wish to prove that the case where

B（2：）キCOnSt．（polynomial）　　　　　　　　　　　　　　　　（45）

leads us to a contradiction．Then our proof of Theoremlis completed．

Assume that（45）is valid．Then，aPPlying Lemma8to（28）（under（30）），We have

A（2：）＝aZ＋b（a≠0）；linear．　　　　　　　　　　　　　　　（46）

Hence theidentity（28）can be written as

g（g）＝1／α・【9（k（eg））一月（g）－b】　　　　　　　　　　　　　　（47）

so that（29）becomes

S（1／α・【9（k（eg））一月（g）－b］）＝P（k（eg））・eRCg）　　　　　　　　（48）

l Let′s comparethegrowthofthe both sides of（48）along theimaginary axis．Note

thatg（z）iscontinuouslyunboundedandofpolynomialgrowththere．Furthernotethat（31）

holds，eVenifS（Z）is transcendental．Hence，by using theminimum modulus theorem

for entirefuncti・nSOforderleSSthanl／2・rWiman，Stheorem（ifnecessary），WeCOnClude

thattheleft hand sideof（48）is unbounded and at most oforder－zerOlike growthalong

theimaginary axis．While，the right hand sideis either boundedor atleast oforder－

Onelike growth　on the（upper orlower part of the）imaginary axis，aCCOrding as

explB（Z）］is so．Hencethe relation（48）cannot holdidentiとally，aCOntradicti・n．
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Thus we have the conclusion．

4．In this section，We′llnote the f・11・Wing fact．

Theorem2．エet k（g）belαnOn－C・nStαntenttrefJnCtOntvtth p（k）＝OSuCk thαt k（0）キ0．

nen u kαUe neCeSSαrめ

β＊（k（eg））＝β（k（e之））．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　匝9）

For the proofofthis fact，We Shallneed the following result due to Goldstein，along

with Lemmas5，6and7．

Lemma9．（G・lゐtetn【5】）エet H（z）beαn enttγeルnctton q／fntte・rkr SuCk tkαtδ（α，

ダ）＝lfbrS・meαキ∞，似短nδ（，ダ）kn・teS the fkUαnltnn。瑚ctencッ．丁場en H（g）ね

クSeudo「クrtme．

Proof of Theorem2．If his a polynomial，then the assertion（49）is clearly valid．

Hence we may assume that his transcendental．

Assume now that

β＊（k（eg））＜∞．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（50）

Then by Lemma5，We have h∈IIso that by Lemma6

色（h（e才））＜∞・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（51）

Setting

h（e之）＝H（Z）・〆Cg），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（52）

wherell（Z）is the canonicalproduct constructed from the zeros of h（eg）and L（2：）is an

entire function，and noting

p（H）＝β＊（k（eg）），

in view of（50），（51）and（52），We have

旦（eエCg〕）＜－・

Hence by Lemma7we have that L（2：）is a plynomialso that by（52）we conclude

p（k（eり）＜∞．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（53）

Thus，in this case，（50）implies（53）．

Now，under（53），aSSume further that

p＊［h（eg）】＜p【k（eg）】．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（54）

Then for the representation such as（52），We See

p（0，Heり＝1．

Note that p（HeL）＜∞．Hence，by Lemma9，We know that the function H（2：）・eLCz）＝h

（eg）is pseudo－prime．However h（by the assumption）and ea are both tranCendental．

Thus we have a contradiction．Thereforethe assertion（49）must hold．

Notethatifthelefthandside of（49）isinfinite，thenalsotheright handsideisin丘nite．

From the proof of Theorem2，We know thatthe following factis valid．

Theorem2l．エetf（g）beαtrdnSCenkntα　enttreルnctt・nぴttk p（f）＝0αndg（g）be

dnenttnルnctわn tvttk pは＜－αnd色（d＞0・nen WehαUg

p＊【fk（g））】＝β【f（g（g））］．
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Here，We’llconsider the following example（cf．Titchmarsh，The theory of functions，

2nd ed．0Ⅹford Univ．Press，1939，P．285，misc．ex．10）：

F・rα＞0，1et

f（ヱ）＝菜1（1＋音）＝枠），　　　　　　（55）
where

k（2）＝是1（1＋1㌢）・　　　　　　　（56）
Then we have

出f）＝β（f）＝1＋÷　　　　　　　　　（57）

Itis easily shown that his oforder zero．In fact：Since h has only negative zeros，

for positive r，We Obtain

logM（nk）＝logk（桓亮一誅dt
（cf．Titchmarsh，loc．cit．，P．271），Wheren（t）denotesthenumberofthepointsz（including

multiplicities）such that h（2：）＝O and回≦t．In this case，

n（t）～【logtll！α（t＞t。）．

Hence

logM（ちh）≦n可昔＋r芋掌dt

≦H【（logr）叫＋イー聖竺dt］
＝H（1＋・（1））（logr）1＋1／α

for some constantK．Thelast assertionis shown byintegrating partially the second

term of the above【＿．1．

Thus

logM（r，h）≦2H（logγ）1＋1／α（γ＞γ。）．

Further

logM（ちf）＝logM（γ，k（eg））≦2H・rl＋1／α

so that we have

（p＊げ）≦）β（f）≦1＋1／α．　　　　　　　　　　　　　　　　（58）

Next we shallprove that

p＊（f）＝1十1／α．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（59）

At丘rst，thesetofthezerosoff（Z）isidenticalwiththe．union of the setofthe zeros

ofthefunction；1＋eg／enαforn≧1．Nowthe zerosoftheabovefunction aregiven by

z＝na＋（2k＋1）7Ti（k；integer）．

We shallcompute the exponentofconvergence ofthe serie：

1

T＝点［nね十（2kll）2㌦P′2・．・
鳥∈g

（60）
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Setting

it follows

rJ＝∑
1

”∈〝（n2α＋k2）S／2，
鳥∈〝

1

（2万）S
TJ≦T≦2r′．

Henceit suffices to consider the serie T′and so

r′′＝象（差l
SlnCe T′　consists

Here

゜○

∑
鳥＝l

Well，aSis easib

J：

and

l

（n2α＋k2）S／2

0fonly positive terms．

）

J嵩濱野≦γ′≦許
Shown，We have

dx

（Χ2α＋k2）3／2
＝A（α，S）・

dx

（x2α＋kz）S／2

1

か－1／α

Jニ1謡気す＞抽S）・完L，

（61）

（62）

（63）

（64）

（65）

（66）

Where A（α，S）andB（α，S）aresomepositivec・nStantS dependingonlyonαandSSuCh

thattheyarefiniteifs＞1／αandinfiniteifs≦1／α．

Indeed，they are taken as

A（α，S）＝Jニ（1譚）S′2
and

抽S）＝J：（1譚）S′2・
Hence we have

①　1　　　　　　．∞　1

的，S）．R k叫α　≦r′′≦A（α・S）・計頂－1′α

While，theserie∑【1／ks‾1／a］convergesifandonlyifS－1／α＞1，thatis，S＞1＋1／α．There－

fore the exponentofconvergence for T′′（andso T）is equaltol＋1／α．Thus

p＊（f）＝1＋1／α，

whichis to be shown．
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