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Newton-Raphson法についての注意
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1. Newton-Raphson法は方程式が　f(x)=0の形で与えられているとも　反復法で根の近似

値を求める方法で,計算機にかけるのに通しているから,電子計算機に最も活用される。

f(x)=0　は代数方程式でなくても,超越方程式にも通用できるし, xが実数のときのみなら

ず複素変数の正則関数の零点にも通用できる。正則関数に対するNewton-Raphson法として

は,つぎの結果が知られている。 (田参照)

〔定理〕

f(z)
をz0の近傍で定義され, f(z0)f′(z0)≠0, h0=-事告, z1=Z0+h0,

円　K0:|z-z1|≦

|h0|とする。

f(z)はK0で正則でmax|f"(z)|=M, 2|h0|M≦|f'(z0)|　とする。そのとき
K0

f(zn)

zn+1=Zn-ア拓「 (n=0, 1, 2,- --)
とおくと, znはKoに属し, n→∞でzn→ζ. ζはKoにおけるf(z)=0のただ一つの根

である。そして　ζ　はKoの境界上にあるのでなければ単根である。そして

Iζ-・2"ォ+l l ≦
M

2¥fM zn-zn-1¥2 (n-l, 2,-・・・)

ここでの目的はこの定理における　z〝　と　z叫1,さらに一般に

z-l-Zn-言様(」x>)なる関係にあるznとz-1との幾何学的関連に-いて考察
することである。

2. /(*<>)/′fad≠0　のとき

1 /(*)
Z¥=zq一首ア高手((P>0)とおくo

〔定理〕

曲面ω-I/(*)|p-FP(x, γ) (P>0)-・- (1)

において,曲面上の点　SO(xO. yo> wo) (zo-xo+iyo> wo-Fp(xQ, yO))における(1)の接平

面とⅩy平面(Z平面)との交線-点Po(*o> yo)よりおろした垂線の足がpi(*i> yi) (*i-

xl+ψ1)である。

(証明)

f{z)-u{x, y)+iv(x, y)
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ρ

Fp(x y)-{u(x, y)2+v{x∫ y)2}官

として,

点Soにおける接平面の方程式は

W-Wn=
∂FP(#O, yo) I_∫..、. ∂Fp(#O, yo)

(x-xo) +
θx　、〝　〝U′.　∂γ

(2)とⅩy平面との交線は
∂Fj,(#O.yd　′.. _.、. θFp(#O.yo)

(〟-*o) +
∂x　、〝　〝U′ I oγ

(グーγo)-- (2)

(y-yo)--wo - (3)

以下　Fp(#O. yo), u{xo, yo), V{xo, yo)∫ ux{xo∫ yo), vx{xo, yo)をFp, U, V, ux, vxと略記して

砦-p (u?+v2)昔-1 (uux+wx
Cauchy-Riemannの開係式より

y*--p (u2+v2) %-1 (uuy+w,) -p {u2+v2)㌃l (vux-uvx)

したがって(3)は

p(u*+v2)普-1 {{uux+vvx){x-xo)+(vux-uvx) (y-yo)} - -wq-　- (3)'

また,一方

#i-Re

γ-Im

(

(

1 /(*o)

zo~亨/'(義
1 /(*o)

p fて諒

)

)

=Xa-

=yo-

吉Re f'{z。) =*o~亨
/(zq)　　1 uux+vvx

Ux2 +Vx2
--- (4)

1 vux-uvx

p ux2+Vx2
----- (5)

(3)'の左辺のx,γにそれぞれ(4), (5)のxl,γ1を代入すると

(u2+ v2)告-1
Ux2 + Vx2

ρ

{(uux+Vvx)2+(vux-uvx)2} - - (u2十V2)諺- -wQ

すなわち,点(*1.γ1)は直線(3)の上にある。

また(4), (5)より

(xl-#o) '・(yi-yo)-(uux+vvx) : (vux-uvx)

だから, 2点Po(*O,γo).Pi(*i,γ1)を結ぶ直線は(3)と直交する　q.e.d.

Summary

In Newton-Raphson's method for finding a zero of a reqular function

w-f (z), we consider its geometric derivation.

For / (*o) fi(*dキ0, -e set zi-zo一言羯(p>o),
then we have the following theorem.

〔Theorem〕

Let g be the section of xy plane (z plane) by the tangent plane to the surface

w-¥f (z)¥P-Fp (x, y) (/>>0)

at the point So (#o> γO, wo) (*0-*o+ψO, wo-Fp (#O, γo)),

then the point Pi (xif y{) (zi.-Xi+iy{) is the foot of the perpendicular from the point Po (^O. ^o) on g.
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